2 Spe — Formalisme des probabilités conditionnelles

Cette activité est congue pour apprendre. |l est indispensable de se corriger aprés chaque question. Bien lire les solutions pour pouvoir faire la suite.

Ex 1 - Vers le formalisme des probabilités conditionnelles

On s’accroche ... cet exercice contient I'essentiel de ce qu’il faut comprendre sur les probabilités conditionnelles en premiére.
On travaille sur la compréhension.

L’expérience aléatoire consiste a choisir un cadre francgais au hasard. On considere les événements :
e [ :«lecadre tiré au hasard est ingénieur »
o A:«lecadretiré au hasard a de 14 a 24 ans »
e B :«lecadre tiré au hasard a de 25 a 49 ans »

e (:«lecadretiré au hasard a plus de 49 ans »
Voici un arbre de probabilités modélisant la situation (établi d’aprées des données INSEE de 2019).

0,292 x0,35= 0,01

A
[ 0722 g 0,292 x 0,722 =~ 0,211
A

0,292 x 0,243 = 0,071

Mc
0,708 x 0,024 = 0,017

<555 0,708 x 0,618 ~ 0,438
Njg

1. Interpréter dans la situation 0,211 et donner sa notation

C 0,708 x 0,358 = 0,253

2. Interpréter dans la situation chacune des probabilités suivantes et donner sa notation

0,708 0,243 0,618 0,102 0,253

3. Dans chaque calcul, remplacer les probabilités par leur notation
0,292 x 0,35 = 0,01 0,292 x 0,722 = 0,211 0,292 x 0,243 = 0,071
0,708 x 0,024 =~ 0,017 0,708 x 0,618 ~ 0,438 0,708 x 0,358 =~ 0,253

Conjecturer la formule sous-jacente.

4. a) Calculer la somme 0,292 + 0,708. Une explication ?
b) Calculer la somme 0,035 4+ 0,722 + 0,243. Une explication ?

5. Calculer 0,024 4+ 0,618 + 0,358. Une explication ?
6. Calculer lasomme 0,01 + 0,211 4+ 0,071. Une explication ?
7. Donner une partition de B. En déduire P(B)

8. Calculer Pg(I)
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Ex 2 — Sujet 1 - Extrait du VRAI bac 2025 !!!
«» Baccalauréat Métropole 17 juin 2025 &
Sujet 1
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

EXERCICE 1 5 points

On compte quatre groupes sanguins dans I'espéce humaine : A, B, AB et O.

Chaque groupe sanguin peut présenter un facteur rhésus. Lorsqu’il est présent, on dit
que le rhésus est positif, sinon on dit qu'il est négatif.

Au sein de la population francaise, on sait que :

s 45% des individus appartiennent au groupe A, et parmi eux 85 % sont de rhésus
positif;

e 10% des individus appartiennent au groupe B, et parmi eux 84 % sont de rhésus
positif;

* 3% des individus appartiennent au groupe AB, et parmi eux 82 % sont de rhésus
positif.

On choisit au hasard une personne dans la population frangaise.
On désigne par :

» Al'événement « La personne choisie est de groupe sanguin A »;
s Bl'événement « La personne choisie est de groupe sanguin B »;
» ABTl'événement « La personne choisie est de groupe sanguin AB »;
» Ol'événement « La personne choisie est de groupe sanguin O »;

s RTI'événement « La personne choisie a un facteur rhésus positif ».

Pour un événement quelconque E, on note E 'événement contraire de E et p(E) la pro-
babilité de E.

1. Recopier 'arbre ci-contre en complétant
les dix pointillés.

2. Montrer que p(Bn R) = 0,084. Interpréter
ce résultat dans le contexte de I'exercice.

3. On précise que p(R) =0,8397.

Montrer que po(R) =0,83.

4. On dit qu'un individu est « donneur uni-
versel » lorsque son sang peut étre trans-
fusé a toute personne sans risque d’'in-
compatibilité.

Le groupe O de rhésus négatif est le seul
vérifiant cette caractéristique.

Montrer que la probabilité qu'un individu
choisi au hasard dans la population fran-
caise soit donneur universel est de 0,071 4.
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Ex 3 — Sujet 2 - Extrait du VRAI bac 2025 !!!

BACCALAUREAT GENERAL
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE
SESSION 2025
MATHEMATIQUES
Mercredi 18 juin 2025

Exercice 1 (5 points)
Les deux parties peuvent étre traitées indépendamment.

Dans cet exercice, on s’intéresse a des personnes venues séjourner dans un centre
multisports au cours d'un week-end.
Les résultats des probabilités demandées seront arrondis au milliéme si nécessaire.

Partie A

Le centre propose aux personnes venues pour un week-end une formule d'initiation
au roller composée de deux séances de cours. On choisit au hasard une personne
parmi celles ayant souscrit a cette formule.

On désigne par A et B les evenements suivants :
s A:« La personne chute pendant la premiére séance » ;
* B :« La personne chute pendant la deuxiéme séance ».
Pour un événement E quelconque, on note P(E) sa probabilité et E son événement

contraire.
Des observations permettent d’admettre que P(4) = 0,6.
De plus on constate que :

* Sila personne chute pendant la premiére séance, la probabilité qu’elle chute
pendant la deuxiéme est de 0,3 ;

* Sila personne ne chute pas pendant la premiére séance, la probabilité qu'elle
chute pendant la deuxiéme est de 0,4.
1. Représenter la situation par un arbre pondéré.
2. Calculer la probabilité P(4 n B) et interpréter le résultat.

3. Montrer que P(B) = 0,34.

4. La personne ne chute pas pendant la deuxiéme séance de cours. Calculer la
probabilité gu’elle n'ait pas chuté lors de la premiére séance.
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Pour se corriger
Ex 1 - Vers le formalisme des probabilités conditionnelles

Question 1
P,(B) =0,722
La probabilité que le cadre tiré au sort ait de 25 a 50 ans, sachant qu’il est ingénieur, est 0,722

Dit autrement dans notre situation :
On sait que le cadre tiré au sort est ingénieur. Donc on utilise ce renseignement pour calculer la probabilité que
cette personne a aussi de 25 a 50 ans.

Imaginons qu’on tire au sort, non plus parmi tous les cadres, mais uniquement parmi les cadres ingénieurs.

Il parait raisonnable que chaque ingénieur ait les mémes chances d’étre tiré au sort : nous faisons le choix d’'une
situation d’équiprobabilité :

Nombre de cadre ala fois ingénieurs et ayant de 25 a 50 ans

P(« l'ingénieur tiré au sort a entre 25 et 50 ans »)= ——
Nombre de cadres ingénieurs

Si on disposait des effectifs, on trouverait 0,722

Nombre de cadre ala fois ingénieurs et ayant de 25 a 50 ans

Dans cette situation particuliere, P;(B) = =0,722

Nombre de cadres ingénieurs

Remarque:
Lors d’un tirage au sort parmi tous les cadres, chaque cadre a la méme probabilité d’étre sélectionné : nous

sommes dans une situation d’équiprobabilité donc :
Nombre de cadres ingénieurs et ayant de 25 a 50 ans
P(INB) = g 4

Nombre total de cadres

Nombre de cadres ingénieurs

P() =

Nombre total de cadres

. Nombre de cadre a la fois ingénieurs et ayant de 25 a 50 ans
Nous avons vu aussi: P;(B) = —
Nombre de cadres ingénieurs

1
nombre total de cadres

en multipliant numérateur et dénominateur par

Nombre de cadres ingénieurs et ayant entre 25 et 49 ans
PI (B) — Nombre toit_zl de c_adres — P(INB)
Nombre d'ingénieurs P(I)
Nombre total de cadres

P(INB)
P(I)

Formule conjecturée : P/(B) =

Question 2
e P(I)=0,708
La probabilité que le cadre tirée au sort soit ingénieur est 0,708

o P(C)=0,243
La probabilité que le cadre tirée au sort ait plus de 50 ans, sachant qu’il est ingénieur, est 0,243
Dit autrement, si on avait choisi un cadre ingénieur au hasard, la probabilité qu’il ait plus de 50 ans serait 0,243
e P;y(B)=0,618
La probabilité que le cadre tirée au sort ait de 25 a 49 ans, sachant qu’il n’est pas ingénieur, est 0,618
Dit autrement, si on avait choisi un cadre non ingénieur au hasard, la probabilité qu’il ait de 25 a 50 ans serait 0,618

e P(INA) =001
La probabilité que le cadre tirée au sort soit ingénieur et soit 4gé de 14 a 24 ans est de 0,01
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e P(INC)=0,253
La probabilité que le cadre tirée au sort ne soit pas ingénieur et soit dgé de plus de 50 ans est de 0,253

Question 3 0,292 x 0,035 = 0,010 en remplacant par les notations P(I) X P(A) =P(ANI)
0,292 x 0,722 = 0,211 en remplagant par les notations P(I) x P,(B) =P(BNI)
0,292 x 0,243 = 0,071 en remplagant par les notations P()x P(C)=P(CNI)
0,708 x 0,024 ~ 0,017 en remplagant par les notations P(I) x P;(A) =P(ANnI)
0,708 X 0,618 ~ 0,438 en remplacant par les notations P(I) x Py(B) =P(BnI)
0,708 x 0,358 ~ 0,253 en remplacant par les notations P(H)xPr(C)=P(CNnI)

Extraits des cours de premiére sur les probabilités conditionnelles :
e Définition : A et B deux événements d’un méme univers avec P(4) # 0
La probabilité que I'événement B se réalise sachant que A s’est réalisé est le nombre noté P,(B) défini

P(ANB)
par: P4(B) = o)

Par conséquent (en faisant un produit en croix) :  P(A N B) = P(A) X P4(B)

e Dans un arbre pondéré, la probabilité d’'un chemin est le produit des probabilités rencontrées en parcourant

ce chemin
. A |[POXP@A)=PUNA
1= PB)  p | p)xP/(B)=P(INB)
O \
O™ |POxP(C)=PUNC)
A P(I) x P;,(A) =P(InA)
)
- ot
2 /
J%B P(D) x P,(B) = P(T N B)
e
D ¢ | P xPC)=PUNC)
Question4a 0,292+ 0,708 =1 celatraduit P +P() =1 Ensemble de tous les cadres
Explication :

I et I constitue une partition de I'univers c’est a dire :
o I1UI = Univers
o INnI=09
o Iet]sontnon vides

dit autrement, chaque issue de 'univers est soit dans I, soit dans I mais pas
dans les deux.

P(D+P()—PUnD=PUUl

donc P(I) + P(I) — P(®) = P(Univers)

donc P(I)+P(I)—0=1

donc P(I)+P(I) =1
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Question4b 0,035+ 0,722+ 0,243 =1 cela traduit P(A)+PB)+P(C)=1

Ensemble de tous les cadres

Explication :
INA; INB etlINC formentune partition de /. Cela veut dire que : Tetina b /md | A
e Toute issue de I est dans une de ces trois parties donc leur réunion donne % ‘3:.',-5,‘_ T
& 408 ai “F B
I.Cequisenote: {NnAUINBUUINC)=1I se/ -,
e ¢ 5 0fgeaa o
e InCy® Jo @ (Jncr @] ©

e (Ces parties sont deux a deux disjointes. Cela veut dire que : GJ’ =
(INA)n (I nNB) =0 aucuningénieur est agé a la fois « de 14 a 24 ans »
et « de 25a 50 ans »
(INnA)YNn{INC)=0@ aucuningénieur est agé a la fois « de 14 a 24 ans » et « plus de 50 ans »
(INnB)N (I NC) =0 aucun ingénieur est agé a la fois « de 25 a 50 ans » et « plus de 50 ans »

dit autrement, chaque issue de I est soit dans A N I, soit dans B N I, soit dans C NI (dans une seule de ces parties)

Question 5
0,024+ 0,618+ 0,358 =1 celatraduit  Pj(A) + P;(B) + P;(C) =1

Ensemble de tous les cadres

A
Explication : P B 8
INA; INB etlInC forment une partition de I. Cela veut dire que : P& e
. = . . L. thy R B o 2 s w
o Toute issue de I est dans une de ces trois parties donc leur réunion ® o4 o/ecase o
donne I. e IncCy@fo ® (nCr g €
o Ces parties sont deux a deux disjointes : aucune issue de I n’est dans une ' @
seule partie.
Comme la probabilité d’un événement est la somme des issues qui le réalisent
P(INA)+PUNnB)+P(UNnC)=P()
or P(INA) = P;(A) x P(I) P(InB) =PyB) x P(I) P(InC) = P;(C) x P(I)
donc P;(A) x P(I) + Pr(B) x P(I) + P;(C) x P(I) = P(I)
en divisant chaque membre par P(I)
Pr(A) + Pi(B) + Pr(C) =1
A retenir Dans un arbre de probabilité, les somme des probabilités portées par les branches issues d’un

méme nceud vaut 1

Une partition d'un ensemble E est une famille de parties non
vides de E, disjointes deux a deux, et dont la réunion est
|'ensemble E

Source : https.//www.bibmath.net Une partition de E en 3 parties: F.&H

Exemples :
e Aet Aforment une partition de I'univers (4 et 4 non vides)
e AN BetAn B forment une partitionde B (A n B et An B non vides)
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Question 6
0,01+ 0,211+ 0,071 = 0,292 cela traduit PAND+PBNDH+P(CNI=PU)

Explication

INA; INB etlNC forment une partition de I. Cela veut dire que :

o Toute issue de I est dans une de ces trois parties

o Aucune issue n’est dans deux parties

la probabilité d’un événement est la somme des probabilités des issues qui le réalisent
donc PANI)+P(BNnI)+P(CnI)=P()

Une illustration avec un diagramme de Venn

Univers InB INC Sur cette illustration, les six  issues de | sont reparties:
-unedans INA4

-deuxdans [N B

-troisdans I n C

PAND+PBNnD+P(CNI) et P(I)

prennent en compte exactement les mémes issues

d'otil'égalité P(ANT)+P(BNI)+P(CnI)=P()

InA

Rappel sur la formule des probabilités conditionnelles

De maniére générale, P,(B) = PE)A(Zf) ce qui s’écrit en faisant un produit en croix P(A N B) = P(A) X P,(B)
donc P(A;NH) =P, (H) X P(A) P(A3; nH) = P4, (H) X P(A3)
P(A; NH) = Py, (H) X P(4;) P(A,NH) =P,,(H) X P(A,)

Formule des probabilités totales
Avec une partition de I'univers a 4 événements mais cela se généralise pour un nombre quelconque

Soit A; ; Ay ; A3 ; A, des événements qui forment une partition de I'univers et de probabilité non nulle.
Soit B un événement.

CommeA;NH; A,NnH; A;NH et A, N H forment une partition de H
toute issue de B est dans une et seule des parties A, NH; A,NH; As;NH et A,NH
P(A;NnH)+P(A,NnH)+ P(A;nH) + P(A, N H) est lasomme des probabilités des issues qui réalisent B

donc|P(H) =P(A;nH)+P(A,nH)+ P(A;NnH)+P(A, NH)
= Py, (H) X P(A1) + Pa,(H) X P(A3) + Pa,(H) X P(43) + P4, (H) X P(4,)
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lllustration avec un tableau

La probabilité de I'événement H est la somme des probabilités des chemins conduisant a la réalisation de H

PA](H) " H
A1<_
Pf‘h(ﬁ) H

PA:(H) H
Az<*
PA:(F{) H

PA}(H) H

P(H N Ay) = P(Ay) X Py, (H)

P(H N Ay) = P(Az) X Py, (H)

P(H N A3) = P(A3) X Py, (H)

m— =
‘PAJ (‘[_7) H

PA.I(H) “H
A4<_
Py, (H) H

P(H N Ay) = P(Ay) X Py, (H)

La somme donne |la
probabilité de H

Question 7
I N B et I N B forment une partition de B
o B=(InB)u(NnB)
o UInB)Nn(InNB)=9

Ensemble de tous les cadres

toute issue de B est dans une de ces deux parties
aucune issue commune aux deux parties

s a a @
e inc,@fe @ nCr g] ©

donc P(B) =P(INB)+P(INB)=0211+ 0,438 = 0,649

Rédaction en premiére
Comme I et ] forment une partition de 'univers d’apreés la formule des probabilités totales
P(B)=P(INB)+P(INnB)=PU)xP(B)+P()xPyB)=0,211+ 0,438 = 0,649

P(BND) 0211 0,325
P(B) 0,649

Question 8 Pg(I) =

Ex 2 — Sujet 1 - Extrait du VRAI bac 2025 !!!

Le bac porte sur les programmes de premiére et de terminale

Fréquences ou probabilités ? (non demandé)
On peut penser (mais on n’en sait rien) que les fréquences ont été calculées sur un échantillon représentatif (par exemple, collectées lors
des dons du sang) puis généralisées a toute la population.

Cadre théorigue :
calcul des probabilités (étude de modeéles)
probabilité d’'un événement

Cadre expérimental :
statistiques (analyse de résultats réels)
fréquences observés

. T

@ Loi (vulgarisée) des grands nombres (par cceur)

Lorsque la taille de I'échantillon est grande, sauf exception, les
fréquences observées sont proches des probabilités

On va donc prendre, sans justifier, comme probabilités les fréquences observées.
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Lecture de I'énoncé (non demandé)
Au sein de la population frangaise, on sait que :

e 45% des individus appartiennent au groupe A, et parmi eux 85 % sont de rhésus

positif;

e 10% des individus appartiennent au groupe B, et parmi eux 84 % sont de rhésus

positif;

¢ 3% des individus appartiennent au groupe AB, et parmi eux 82 % sont de rhésus

positif.

Question 1
Quelques explications pour compléter I’arbre (Non attendues dans la copie)
Les groupes sanguins 4, B, AB et O forment une partition de l'u

nivers :

On modélise par :
P(A) = 0,45 et

P(B)=01 et

P(AB) = 0,03 et

P,(R)=0,85
Pz(R) = 0,84

PAB(R) = 0,82

e unindividu francais est dans un de ces groupes (les événements A, B, AB et O recouvrent |'univers)

e unindividu a un seul groupe sanguin (les événements A, B, AB et O sont deux a deux disjoints)

donc P(4) + P(B) + P(AB) + P(0) = 1
donc P(0) =1—0,45—0,1—0,03 = 0,42

P(A)=1-P(A) =1-0,45=0,55 de méme P(B) =0,9 et P(AB) = 0,97
P,(R)=1-P,(R)=1-0,85=0,15 de méme Pz(R) = 0,16 et P,z(R) = 0,18
Sur la copie
0,85 R
A<_
0,15 R
0,84 R
B
0,16 R
0,82 R
AB——
018 ——R

P(BNR)

Question 2 Pg(R) = P 5)

Non demandé
On peut s’appuyer sur I'arbre pour s’aider.

Pour calculer la probabilité du chemin qui passe par B

// . B mEm—
et R, on multiplie les probabilités des branches / 0,
0,

parcourues.
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Question 3
Calculde P(ON R)
Comme Les groupes sanguins A, B, AB et O forment une partition de 'univers, d’aprés la formule des
probabilités totales :
P(ANR)+P(BNR)+P(ABNR)+P(ONR)=P(R)
P(A) X P4(R) + P(B) X Pg(R) + P(AB) X P,g(R) + P(ONR) = P(R)
P(ONR)=P(R)—P(A) X P,(R) — P(B) X Pg(R) — P(AB) X P4(R)
=0,8397 - 0,45 x 0,85—-0,1 x 0,84 — 0,03 x 0,82
P(ONR) = 10,3486

Non demandé ____o;fé;___,@ = ANR

On peut s’appuyer sur I'arbre pour /_./A‘_:*———m——_____ﬁ

s'aider. /0"5/ o ® =» BNR
o robabilité de R e

Pour trouver la probabilité de R, =

on fait la somme des probabilités \"\.E_T"“--——-,t.a.f_—_—_———0_'—3_2—_‘___ _@ > ABNR

des chemins qui aboutissent & R. 075 Ois—R

Calcul de Py (R)
P(ONR) _ 0,3486
P(0) 042

Po(R) = = 0,83

Non demandé
On peut s’appuyer sur l'arbre
pour s’aider.

Pour trouver la probabilité de
ONR, on multiplie les
probabilités  des  branches
parcourues.

= P(ONR) = 0,42 X Py(R)

Question 4
Calcul de Py (R)

Py(R)+P,(R)=1 donc Py(R)=1—-P,(R)=1-0,83=0,17

Non demandé
On peut s’appuyer sur l'arbre
pour s’aider.

Pour trouver la probabilité de
ONR, on multiplie les
probabilités des  branches

parcourues.
La somme des
probabilités vaut 1
Calcul de P(O N R) On utilise la définition d’une probabilité conditionnelles
Py(R) = PS;S;’) donc P(0 N R) = P(0) x P(RN 0) = 0,42 x 0,17 = 0,0714

2 Spe - Formalisme probabilités conditionnelles.docx F. de Verclos Page 10 sur 11



Autre méthodes
Deuxieéme idée : formule des probabilités totales

0,85 R
A

T o — Ry P(ANR) =045x 0,55

0,84 R
B
0,16 R=>»P(BNR)=0,1x%0,16

0,82 R
AB—

018 ———R=3P(ABNR)=0,03x0,18
0,83 R
o—" _
P —RMP(ONR)=?7?

La somme vaut P(R) puisqu’on a fait la somme des
probabilités de tous les chemins qui aboutissent a R

Troisieme idée:
P(ANR) =045 % 0,85
P(ANR) =045 x 0,55
P(BNR)=0,1x0,84
P(BNR)=0,1x%x0,16
P(BNR) = 0,06 x 0,82
P(ABNR) =0,03 x 0,18
P(ONR) =042 x 0,83
P(ONR) =777

Cette somme vaut 1 puisque les huit événements
ANR; BNR; ABNR; ONR; ANR; BNR;
AB N R ; 0 N R forment une partition de I'univers.

Ex3 - Sujet 2 - Extrait du VRAI bac 2025 !!! Le bac porte sur les programmes de premiére et de terminale
Question 1 0.3 B

A—
05—

P(ANB)
P(4)

Question 2 D’apreés la définition d’une probabilité conditionnelle Pz(B) =

donc P(AnB)=PzB)xP(A) =0,4x%x0,6=0,24
La probabilité que la personne chute au cours des deux séances est 0,24

Question 3 Comme A et A forment une partition de I'univers, d’aprés la formule des probabilités totales
P(B)=P(ANB)+P(ANB)=P(A) x P4(B) + P(A) x Pz(B) = 0,6 X 0,3 + 0,4 X 0,4 = 0,34

Question4  CommeP(B)=1-P(B) =1-0,34 = 0,66
La probabilité que la personne chute pendant la deuxieme séance est 0,66

-~ _ P(ANB) _ 0,24
Pg(4) = ( rj ) =— = 0,364 (on demande d’arrondir au milliéme !)
P(B) 0,66
La probabilité que la personne n’ait pas chuté lors de la premiére séance sachant qu’elle a chuté lors de
la seconde est 0,364.
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